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Общие указания

Предлагаемая работа содержит контрольные задания по программе курса высшей математики четвёртого семестра для студентов всех специальностей, каждое задание содержит образец решения.

Выполнение студентами контрольных заданий является одним из этапов изучения учебной дисциплины и подготовки к экзамену. Каждое контрольное задание выполняется на отдельном листе формата А4. Все задания брошюруются и предъявляются преподавателю для защиты.

К экзамену допускаются лишь те студенты, у которых зачтены все контрольные задания, запланированные в данном семестре.

Каждый студент выполняет контрольные задания в соответствии со своим вариантом.
Глава I. Линейное программирование

§ 1 Основные определения и теоремы линейного программирования

1. Основная задача линейного программирования (ЛП)

Найти неотрицательный вектор 
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 (т.е. все компоненты вектора неотрицательные действительные числа), который удовлетворяет двум условиям:
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, где А – матрица m(p (m строк и p столбцов);
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Каноническая задача ЛП:

Все ограничения, записанные в форме неравенств в а) заменяются равенствами за счёт введения дополнительных неотрицательных переменных.
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2. Окрестность точки (вектора) 
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3. Отрезок L, соединяющий 
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4. Выпуклое множество D определяется условием:
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5. Область допустимых решений (О.Д.Р.) 
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О.Д.Р. является выпуклым множеством.

6. Классификация точек О.Д.Р.

Внутренние точки: 
[image: image27.wmf]W
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 – внутренняя точка, если существует окрестность, целиком принадлежащая О.Д.Р. Алгебраически это означает, что все компоненты вектора 
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 строго больше нуля.

Граничные точки: 
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. Алгебраически граничная точка характеризуется тем, что хотя бы одна её компонента обращается в 0.

Угловые точки: 
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 – угловая точка, если её нельзя заключить внутри отрезка, целиком принадлежащего О.Д.Р. Алгебраически угловые точки определяются следующим образом. В системе уравнений
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Приравняем нулю n–m компонент (свободные переменные), остальные m компонент (базисные переменные) определяются из системы уравнений 
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, в которой теперь количество переменных и уравнений будет одинаковым и равно m. Если определитель (минор) этой системы будет отличен от нуля, а также все базисные переменные окажутся неотрицательными, то определённая таким образом точка будет угловой. Из сказанного следует, что угловая точка имеет, по крайней мере, n-m нулевых компонент. Максимальное число угловых точек данной О.Д.Р. равно 
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7. Симплекс

Пусть О.Д.Р. 
[image: image41.wmf]W

 – ограниченное множество (т.е. все точки этого множества находятся на конечном расстоянии от начала координат). Пусть также 
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 – все угловые точки этой О.Д.Р. Симплексом или выпуклой линейной оболочкой точек 
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 называют множество точек вида:
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Симплекс является выпуклым множеством.

8. Теорема о представлении

В ЛП важную роль играет следующее утверждение.
Теорема 1. Всякая ограниченная О.Д.Р. 
[image: image46.wmf]W

 является симплексом.

9. Основная теорема ЛП
Теорема 2. Если задача ЛП имеет решение, то это решение совпадает с одной из угловых точек О.Д.Р. 
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.

10. Симплекс-метод решения задачи ЛП

Симплекс-метод – это алгебраический алгоритм перебора угловых точек данного 
[image: image48.wmf]W

 таким образом, что при переходе от одной точки к другой значение целевой функции не возрастает. Для инициализации симплекс-метода необходимо иметь начальную допустимую угловую точку (опорное решение). В связи с этим возникает два случая, подробно описанных в последующих пунктах.

11. Симплекс-метод при известном опорном решении

Если в основной задаче ЛП все неравенства в ограничениях а) п.1 имеют знак (, то в этом случае нетрудно определить опорное решение. В качестве базисных переменных берут дополнительные переменные (m дополнительных переменных), остальные 
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 переменных (исходные переменные основной задачи ЛП) считаются свободными. При этом целевая функция изначально уже выражена через свободные переменные. В дальнейшем переходят к составлению симплекс-таблиц и последующим вычислениям (см. задачу №3).

12. Симплекс-метод в общем случае

В общем случае ограничения в основной задаче ЛП могут быть записаны в форме неравенств со знаками 
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 а также в форме равенств. В этой ситуации не удаётся определить опорное решение за счёт введения только дополнительных переменных, как это было в предыдущем пункте. Обычно поступают, как было описано в пункте 1, а именно: в каждое неравенство в основной задаче ЛП вводится дополнительная переменная со знаком «плюс» (+), если неравенство имеет знак ( и со знаком «минус»  (–), если неравенство имеет знак (. Кроме этого, в каждое неравенство со знаком ( вводится искусственная переменная со знаком «плюс». Если ограничение записано в форме равенства, то оно заменяется двумя неравенствами со знаками ( и (, с получившимися неравенствами повторяется процедура описанная выше в этом пункте. После чего вводят искусственную целевую функцию 
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 равную сумме искусственных переменных. Далее переходят к составлению симплекс-таблиц с двумя целевыми функциями 
[image: image52.wmf]z

 и 
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 и проводят вычисления в два этапа. На первом этапе в качестве базисных переменных принимают дополнительные переменные, введенные со знаком «+» и все искусственные переменные, тем самым определяется опорное решение (для проведения этого этапа вычислений). Искусственную целевую функцию выражают через свободные переменные посредством вычитания из неё ограничений, в которые вводились искусственные переменные. Затем определяют переменные, при которых 
[image: image54.wmf]w

 принимает своё минимальное значение равное нулю (эти переменные дают опорное решение для следующего этапа вычислений), далее на втором этапе применяют симплекс-метод для нахождения целевой функции 
[image: image55.wmf]z

 при известном опорном решении (см. задачу № 4) при этом искусственные переменные и искусственная целевая функция выводятся из расчёта.

13. Критерий оптимальности решения задачи ЛП

Решение задачи ЛП является оптимальным (целевая функция принимает минимальное значение), если коэффициенты целевой функции при базисных переменных равны нулю, а коэффициенты при свободных переменных неотрицательны.
14.  Двойственные задачи в ЛП

Представим задачу ЛП в следующем виде:
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где компоненты вектора 
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 могут иметь любой знак. Введём в рассмотрение неотрицательный вектор 
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 называется вектором двойственных переменных (другое название – вектор симплекс-множителей). После умножения ограничений слева на 
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 и последующего вычитания преобразованных ограничений из целевой функции 
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 получаем неравенство:
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Согласно критерию оптимальности (п. 13) все коэффициенты при переменных 
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Учитывая также, что 
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Предыдущие рассуждения приводят к постановке следующей двойственной задачи. Определить неотрицательный вектор 
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15. Теорема двойственности

Прежде всего, укажем ещё раз правило составления двойственной задачи.

1) Необходимо представить основную задачу ЛП в следующей форме (матрица 
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 и вектор правых частей 
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 обозначены также, как в п.1):
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 могут иметь любой знак),
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2) Построить двойственную задачу:
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Теорема. Если двойственная задача имеет решение, то имеет решение и основная задача, причём максимум двойственной задачи равен минимуму основной.

Нетрудно убедиться, что двойственная к двойственной задаче совпадает с основной задачей.

§ 2 Типовые задачи

Задача №1 Построить О.Д.Р. и решить геометрически задачу ЛП.

Таблица 1
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Образец решения задачи №1

Решим геометрически следующую задачу ЛП:
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Прежде всего, выберем некоторый масштаб и построим О.Д.Р. данной задачи. Для этого строим опорные прямые L1: 
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 и выбрать в соответствии со значением неравенства нужную полуплоскость для каждой такой прямой. О.Д.Р. данной задачи изображена на рис. 1. (А, В, С, D – угловые точки О.Д.Р.). Определяем координаты угловых точек А и С.
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Задача №2 Определить все допустимые угловые точки О.Д.Р., задаваемой неравенствами.
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Образец решения задачи №2

Найдём все допустимые угловые точки О.Д.Р., определяемой неравенствами: 
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Прежде всего, введём дополнительные неотрицательные переменные: 
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 и запишем неравенства в форме равенств:
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О.Д.Р.

На рис.2 изображена О.Д.Р. задачи.

Рис.2.

Ясно, что точки О,А,В,С являются искомыми (нетрудно найти их координаты). Решим эту задачу, не используя чертежа. Количество ограничений m=2, количество переменных n=4. Следовательно количество базисных переменных p=n-m=2. Количество свободных переменных также равно 2.
1) Пусть 
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 (базисные переменные). Таким образом, найдена угловая точка О1(0,0,3,35). Поскольку все компоненты неотрицательны – это допустимая угловая точка (на чертеже этой точке соответствует О(0,0)).
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Отсюда следует, что С1(0,5,0,8) – допустимая угловая точка (на чертеже этой точке соответствует С(0,5).
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. Получили недопустимую угловую точку D1(0,-3,56,0) (ей соответствует точка D(0,-3), лежащая вне О.Д.Р.).
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; Е1(-7,0,0,24) – недопустима, ей соответствует точка Е(-7,0), лежащая вне О.Д.Р.
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. A1(1,0,40,0) – допустимая угловая точка, ей соответствует точка А(1,0).
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Точка В1(7/2,15/2,0,0) допустима, ей соответствует точка В(7/2,15/2) на рисунке 2.

Задача №3 Решить задачу ЛП симплекс-методом.
Таблица 3
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Образец решения задачи №3

Используя симплекс-метод решить следующую задачу ЛП:
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Запишем задачу в канонической форме за счёт введения дополнительных неотрицательных переменных: 
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В данном случае опорное решение (допустимая угловая точка) очевидно: 
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. Поэтому сразу переходим к симплекс-таблицам.
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Выбираем наименьший отрицательный коэффициент в целевой функции, выраженной через свободные переменные (х1,х2). В данной задаче этот коэффициент имеет значение «-2». Тем самым определён ведущий столбец и переменная, которая будет введена в базис (х2). 

Далее согласно алгоритму симплекс-метода находим минимум неотрицательных отношений чисел в столбце «значение» к числам в столбце «х2». В этой задаче:
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Таким образом, определена ведущая строка и переменная выводимая из базиса (в данной задаче это х4). Ведущий элемент в таблице выделен в кружке. Далее все элементы второй строки делятся на ведущий элемент (на «2»). Новая таблица будет записываться следующим образом:
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	x5
	1
	3/2
	-
	-
	-1/2
	1

	-z
	2
	-2
	-
	-
	1
	-


На новом этапе вычислений базисные переменные х3,х2,х5 принимают значения: 
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Целевая функция z выражена через свободные переменные х1,х4. Имеется только один отрицательный коэффициент в целевой функции «-2». Находим минимум отношения:
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Ведущий элемент указан в кружке. Новая таблица имеет вид.
	Базис
	Значение
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x3
	2
	-
	-
	1
	1
	-1

	х2
	4/3
	-
	1
	-
	1/3
	1/3

	х1
	2/3
	1
	-
	-
	-1/3
	2/3

	-z
	10/3
	-
	-
	-
	1/3
	4/3


Поскольку все коэффициенты при целевой функции неотрицательны, то оптимальное решение получено:
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Задача №4 Решить задачу ЛП, используя симплекс-метод.

Таблица 4
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Образец решения задачи №4
Решим следующую задачу ЛП:
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Каноническая форма данной задачи достигается введением дополнительных неотрицательных переменных х3, х4, х5:
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Следуя указаниям пункта 12, вводим искусственные переменные х6, х7(0 в первые два ограничения и искусственную целевую функцию 
[image: image543.wmf]7
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. Получаем задачу в которой легко определяется опорное решение:


[image: image544.wmf];

3

3

6

3

2

1

=

+

-

×

+

x

x

x

x

 


[image: image545.wmf]3

3

7

4

2

1

=

+

-

+

×

x

x

x

x

;


[image: image546.wmf];

5

  

          

5

2

1

=

+

+

x

x

x



[image: image547.wmf](min)

3

4

2

1

x

x

z

×

+

×

=

,


[image: image548.wmf](min)

7

6

x

x

w

+

=

.

На первом шаге вычислений базисные переменные 
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, свободные переменные 
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; искусственную целевую функцию выражаем через свободные переменные, вычитая из неё первые два ограничения:


[image: image551.wmf]4

3

2

1

4

4

6

x

x

x

x

w

+

+

×

-

×

-

=

-

.

Переходим к составлению симплекс-таблиц.

	Базис
	Значение
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	х6
	х7

	х6
	3
	1
	3
	-1
	-
	-
	1
	-

	x7
	3
	3
	1
	-
	-1
	-
	-
	1

	х5
	5
	1
	1
	-
	-
	1
	-
	-

	-z
	0
	4
	3
	-
	-
	-
	-
	-

	-
[image: image552.wmf]w


	-6
	-4
	-4
	1
	1
	-
	-
	-


На первом этапе вычислений находим минимум (он равен «0») искусственной целевой функции 
[image: image553.wmf]w

 (см. пункт 12 и задачу №3). В данном случае в базис можно вводить или х1, или х2. Остановимся на переменной х1. Определяем минимальное отношение (см. задачу №3):
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Составляем новую симплекс-таблицу:

	Базис
	Значение
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	х6
	х7

	х6
	2
	-
	 8/3
	-1
	1/3
	-
	1
	-1/3

	х1
	1
	1
	1/3
	-
	-1/3
	-
	-
	1/3

	х5
	4
	-
	2/3
	-
	1/3
	1
	-
	-1/3

	-z
	-4
	-
	5/3
	-
	4/3
	-
	-
	-4/3

	-
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	-2
	-
	-8/3
	1
	-1/3
	-
	-
	4/3


В последней строке новой таблицы два отрицательных коэффициента «-8/3» и «-1/3». Выбираем наименьший из них «-8/3» (переменная х2 будет вводиться в базис). Для определения переменной выводимой из базиса находим минимум отношения:


[image: image556.wmf]{

}

4

/

3

3

/

8

:

2

,

3

/

1

:

1

,

3

/

2

:

4

min

=

.

	Базис
	Значение
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	х6
	х7

	х2
	3/4
	-
	1
	-3/8
	1/8
	-
	3/8
	-1/8

	х1
	3/4
	1
	-
	1/8
	-3/8
	-
	-1/8
	3/8

	х5
	7/2
	-
	-
	1/4
	3/4
	1
	-1/4
	-3/4

	-z
	-21/4
	-
	-
	5/8
	9/8
	-
	-5/8
	-7/9

	-
[image: image557.wmf]w


	0
	-
	-
	-
	-
	-
	1
	1


Поскольку все коэффициенты при искусственной целевой функции неотрицательны, первый этап вычислений заканчивается. В новой симплекс-таблице не учитываем искусственные переменные: х6, х7 и 
[image: image558.wmf]w

.

	Базис
	Значение
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	х2
	3/4
	-
	1
	-3/8
	1/8
	-

	х1
	3/4
	1
	-
	1/8
	-3/8
	-

	х5
	7/2
	-
	-
	1/4
	3/4
	1

	-z
	-21/4
	-
	-
	5/8
	9/8
	-


Опорное решение для второго этапа вычислений х1=х2=3/4; х3=х4=0, х5=7/2 (z=21/4), в тоже время является оптимальным (все коэффициенты при целевой функции неотрицательны). Тем самым задача решена:

х1=х2=3/4; zmin=21/4.
Задача №5 К данной задаче ЛП написать двойственную задачу и решить её, найти также решение основной задачи.

Таблица 5
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Образец решения задачи №5

Рассмотрим задачу ЛП: 
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Согласно п.14 представим задачу ЛП в виде:
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Здесь матрицы 
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Запишем двойственную задачу:
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В двойственную задачу вводим дополнительные неотрицательные переменные 
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Здесь введена новая функция: 
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. Поскольку опорное решение очевидно: 
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, то нет надобности вводить искусственные переменные (в исходной задаче без этих переменных не обойтись).

Переходим к составлению симплекс-таблиц. В ходе решения симплекс-методом двойственной задачи будет получено также решение исходной задачи (см. п.15).

	Базис
	Значение
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	y3
	y4
	y5

	y4
	2
	-6
	2
	1
	1
	-

	y5
	3
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	1

	
[image: image687.wmf]w

~

-


	0
	12
	10
	-1
	-
	-


Ведущий элемент взят в кружок (см. решение задач №3,4). Вводим 
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 выводим из него. Следующая таблица имеет вид:

	Базис
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Поскольку все коэффициенты при 
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 неотрицательны (см. п.13) искомое решение найдено:
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Вместе с этим найдено решение исходной задачи: 
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 в последней симплекс-таблице). Этот результат допускает простую проверку. Действительно, исходная задача легко решается геометрически (см. задачу №1). О.Д.Р. ((), а также нулевая линия уровня 
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 изображены на рис. 3.

Рис.3.

Из рис. 3 видно, что искомое решение есть точка (1,0) и 
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Глава II. Транспортная задача

§ 1 Постановка транспортной задачи

1. Введём в рассмотрение два вида объектов. Назовём их условно «производители» и «потребители». «Производители» 
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 характеризуются своими объёмами производства 
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 в свою очередь характеризуются своими объёмами потребления 
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 - количество товара, подлежащее доставке из 
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 - стоимость перевозки единицы товара из 
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. Возникает следующая задача, которую принято называть транспортной. Определить неотрицательные перевозки 
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, удовлетворяющие следующим условиям:

а) 
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2. Если 
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 (суммарный объём производства равен суммарному объёму потребления), то транспортная задача называется сбалансированной. В случае дисбаланса задача может быть сбалансирована посредством введения фиктивных потребителей или производителей с нулевой стоимостью перевозок. Вследствие этого приёма в дальнейшем будем считать транспортные задачи сбалансированными. Примеры балансирования транспортных задач показаны в примере 1 этой главы.

3. Исходные данные транспортных задача удобно представлять в форме транспортных таблиц:

	Bj
Ai
	b1
	b2
	. . .
	bn

	a1
	c11
	c12
	. . .
	c1n

	a2
	c21
	c22
	. . .
	c2n

	.

.

.
	. . .
	. . .
	. . .
	. . .

	am
	cm1
	cm2
	
	cmn


4. Транспортная задача представляет собой частный случай задачи ЛП, однако для её решения разработаны специальные методы. Прежде всего, необходимо найти опорное решение (опорный план перевозок). Для этого удобен, так называемый, метод наименьшей стоимости, подробно разобранный в примере 2. Количество базисных переменных равно «m+n-1» (т.е. в оптимальном плане перевозок максимум «m+n-1» переменных 
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 отличны от нуля).

5. Критерий оптимальности плана перевозок 

Для базисных клеток (т.е. тех клеток в которых на данном этапе вычислений располагаются базисные переменные) составляют вспомогательную систему уравнений:
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 - двойственные переменные исходной задачи (вектор симплекс-множителей) (см. п.14 главы I). Подробности, связанные с составлением данной системы и спецификой её решения рассмотрены ниже в примерах 3,4. Если для всех небазисныхклеток выполнены условия 
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, то найденный план перевозок является оптимальным. В том случае, когда для некоторых небазисных клеток 
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 выбирают клетку с наименьшей разностью и организуют цикл. Методика составления циклов рассмотрена в примере 5.

Пример 1. Балансирование транспортной задачи.

	Bj
Ai
	25
	10

	5
	1
	1

	15
	2
	3


а)

	Bj

Ai
	15
	10

	20
	2
	1

	10
	1
	2


б)

В транспортной таблице а) необходимо ввести фиктивного производителя с объёмом производства 15. В таблице б) вводится фиктивный потребитель с объёмом потребления 5. Новые сбалансированные транспортные задачи представлены своими таблицами:

	Bj
Ai
	25
	10

	5
	1
	1

	15
	2
	3

	15
	0
	0


а)

	Bj
Ai
	15
	10
	5

	20
	2
	1
	0

	10
	1
	2
	0


Пример 2. Метод наименьшей стоимости. 

Рассмотрим следующую транспортную задачу.

	Bj
Ai
	10
	12
	15

	7
	1
	1
	2

	12
	2
	2
	3

	18
	3
	2
	1


Выбираем клетку с наименьшей стоимостью. В данном случае имеем три клетки (1,1); (1,2); (3,3) стоимость в которых равна 1. Можно выбрать любую из них, ограничимся клеткой (3,3). Этой клетке присваиваем перевозку 15=min(18,15(, третий столбец вычеркиваем. Новая таблица имеет вид:


	Bj
Ai
	10
	12
	0

	7
	1
	1
	2

	12
	2
	2
	3

	3
	3
	2
	15

1


Повторяем указанную процедуру с клеткой (1,1). Присваиваем этой клетке перевозку 7=min(7,10(.


	Bj
Ai
	3
	12
	0

	0
	7

1
	1
	2

	12
	2
	2
	3

	3
	3
	2
	15

1


Далее выбираем клетку (2,1), получаем таблицу:

	Bj
Ai
	0
	12
	0

	0
	7

1
	1
	2

	9
	3

2
	2
	3

	3
	3
	2
	15

1


Остаются клетки (2,2), (3,2) с одинаковой стоимостью. Выбираем (2,2). Получаем окончательно.

	Bj
Ai
	10
	12
	15

	7
	7

1
	1
	2

	12
	3

2
	9

2
	3

	18
	3
	3

2
	15

1


Получено опорное решение х11=7, х21=3, х22=9, х32=3, х33=15 (остальные переменные равны 0). Базисные переменные могут принимать в некоторых задачах нулевые значения. В этом случае нулевое значение заносится в базисную клетку. Рассмотрим пример.

Пример 3. 

	Bj
Ai
	10
	12
	15

	7
	1
	1
	2

	15
	2
	2
	3

	15
	3
	2
	1


Если, как и прежде выбрать клетку (3,3) получим:

	Bj
Ai
	10
	12
	0

	7
	1
	1
	2

	15
	2
	2
	3

	0
	3
	2
	15

1


В данном случае нельзя удалять одновременно третий столбец и третью строку. Удалять необходимо что-то одно. Далее процедура проводится по указанной во втором примере схеме. Получается следующий результат.

	Bj
Ai
	10
	12
	15

	7
	1
	7

1
	2

	15
	10

2
	5

2
	3

	15
	3
	0

2
	15

1


Пример 4. Вернёмся к примеру 2.

	Bj
Ai
	10
	12
	15

	7
	1
	7

1
	2

	12
	7

2
	5

2
	3

	18
	3

3
	2
	15

1


Для базисных клеток составим вспомогательную систему с двойственными переменными 
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Положим 
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, остальные переменные определяем из системы: 
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. Находим разности 
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 для небазисных клеток и отрицательные значения вписываем в левый нижний угол транспортной таблицы.

	Bj
Ai
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	12
	15
	

	7
	1
	7

1
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Имеется одно отрицательное значение “-1” в клетке с адресом (3,2). Это указывает на то обстоятельство, что данное опорное решение не является оптимальным.

Пример 5. Найдём оптимальное решение в примере 4. Для этого в клетку (3,2) вводим неотрицательную перевозку (
[image: image738.wmf]0
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. Для определения ( организуем цикл по базисным клеткам.
	Bj
Ai
	10
	12
	15

	7
	1
	7

1
	2

	12
	7+(
2
	5-(
2
	3

	18
	3-(
3
	(
2
	15

1


Максимально допустимое значение для ( равно 3. Получаем новое решение.

	Bj
Ai
	10
	12
	15

	7
	1
	7

1
	2

	12
	10

2
	2

2
	3

	18
	3
	3

2
	15

1


Составляем систему для определения 
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Решение этой системы: 
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. Новая таблица с вписанными отрицательными разностями 
[image: image746.wmf]j

i

ij

v

u

c

-

-

 в свободных клетках имеет вид.

	Bj
Ai
	10
	12
	15
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	-1      1
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Организуем цикл из клетки (1,1): 
	Bj
Ai
	10
	12
	15

	7
	(
1
	  7-(
1
	2
	(=7

	12
	10-(
2
	2+(
2
	3

	18
	3
	3

2
	15

1


Получаем новую таблицу.

	Bj
Ai
	10
	12
	15

	7
	7

1
	1
	2

	12
	3

2
	9

2
	3

	18
	3
	3

2
	15

1


Это решение было получено ранее (см. пример 2), оно оптимально.
§ 2 Типовые задачи

Задача № 6 Решить следующую транспортную задачу.

Таблица 6

	Bj
Ai
	500
	60
	120
	300

	100+10(n
	n
	10
	5
	25

	150
	12
	15
	15
	30
	(n-номер варианта)

	100
	5
	12
	30
	5

	200


	10
	15
	20
	15

	400-10(n
	n+2
	20
	35
	n+1


Задача № 7 Решить транспортную задачу, предварительно сбалансировав её (n-номер варианта).

Таблица 7

	Bj
Ai
	500
	120
	100
	80
	50

	100
	2(n+1
	25
	10
	15
	50

	150
	12
	40
	35
	15
	25

	200
	15
	35
	30
	10
	12

	250


	45
	30
	20
	12
	n+2


Глава III. Матричные игры
§ 1 Основные понятия конечных матричных игр
1. Стратегией игрока называют совокупность действий (ходов), допустимых правилами данной игры, приводящая к окончанию игры.

2. Если сумма выигрышей игроков А и В равна нулю (отрицательный выигрыш означает проигрыш), игра называется игрой с нулевой суммой.

3. Платёжная матрица. Пусть игрок А имеет стратегии А1,А2,…; игрок В – В1,В2,…Обозначим аij выигрыш игрока А, если он применяет стратегию Аi, а игрок В свою стратегию Вj. Для обзора данной игры удобно ввести в рассмотрение платёжную матрицу.
	B
A
	
	
	Bj
	

	
	. . .
	. . .
	. . .
	. . .

	
	. . .
	. . .
	. . .
	. . .

	Аi
	. . .
	. . .
	аij
	. . .

	
	. . .
	. . .
	. . .
	. . .

	
	. . .
	. . .
	. . .
	. . .


4. Если игра представима в форме конечной платёжной матрицы, то её называют конечной матричной игрой с нулевой суммой.
5. Решение конечных матричных игр в чистых стратегиях. 

С точки зрения игрока А наиболее оптимальная стратегия определяется по принципу максимина, т.е. игрок А выбирает ту стратегию Аi при которой 
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 максимален. Пусть: 
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С точки зрения игрока В выгодно подчиняться принципу минимакса, т.е. игрок В избирает стратегию Bj при которой 
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 минимален. Обозначим:
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Нетрудно убедиться, что всегда b(a. Если выполняется равенство b=a, то говорят, игра имеет седловую точку. Пару стратегий (Ai,Bj) на которой достигается равенство b=a, называют решением матричной игры в чистых стратегиях. В случае b>a игра не имеет решения в чистых стратегиях.

6. Решение конечных матричных игр в смешанных стратегиях.
Смешанной стратегией игрока А называют неотрицательный вектор 
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 такой, что 
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, где m – количество стратегий игрока А. Аналогично определяется смешанная стратегия игрока В: 
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, где n – число стратегий игрока В.

В случае применения смешанных стратегий игрок А также должен придерживаться принципа максимина. Тогда его выигрыш будет равен:
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Аналогично, игрок В подчиняется принципу минимакса и его выигрыш составит:
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Решением матричной игры в смешанных стратегиях называется пара векторов 
[image: image765.wmf])

Q

,

P

(

T

T

, при которых b=a.

7. Решение матричных игр с помощью методов линейного программирования. 

Сведём задачу поиска смешанной стратегии для игрока А к задаче линейного программирования (см. главу I). Из принципа максимина следует:
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Будем считать 
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 (этого всегда можно добиться путём прибавления к платёжной матрице некоторой постоянной положительной матрицы). 

Пусть 
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. Поскольку вектор PT нужно выбрать так, чтобы 
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, то возникает типичная задача линейного программирования:
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Если последняя задача будет решена, то решение матричной игры рассчитывают по формулам:
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Аналогично строится задача линейного программирования для игрока В:
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Пусть 
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. Вектор смешанных стратегий для игрока В рассчитывают по формулам: 
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Нетрудно заметить, что построенные задачи линейного программирования для игроков А и В являются взаимно двойственными. Очевидно, что О.Д.Р. задачи линейного программирования для игрока В – ограниченное множество. Поэтому эта задача имеет решение. В силу теоремы двойственности (см. п.15 глава I) имеет решение и задача для игрока А, причём 
[image: image786.wmf],
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( a=b. Тем самым доказан основной результат теории конечных матричных игр:

Теорема Неймана. Всякая конечная матричная игра имеет решение либо в чистых стратегиях, либо в смешанных стратегиях.
§ 2 Типовые задачи теории конечных матричных игр

Задача № 8 Найти решение матричной игры геометрическим способом.

Таблица 8
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Образец решения задачи № 8

Рассмотрим матричную игру:
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На диаграмме (рис.4) построим отрезки s1=2(p1+6(p2; s2=5(p1-p2; s3=3(p1+p2.

Рис.4.
Нижняя огибающая выделена жирным шрифтом. Необходимо определить значение p1, при котором нижняя огибающая принимает своё наибольшее значение. В этом состоит геометрическая реализация принципа максимина (см. п.6 этой главы). 

Из диаграммы видно, что точка D является искомой. Для определения р1 решаем систему:

s1=s3
p1+p2=1.

После исключения р2, получаем уравнение: 

2(p1+6((1-p1)=3(p1+1-p1(
p1=5/6, p2=1/6.

Таким образом, игрок А с вероятностью 5/6 должен применять свою первую стратегию, и лишь с вероятностью 1/6 – вторую. Найдём решение игры для игрока В. Поскольку точка D получается при пересечении s1 и s3, следовательно, q2=0. Для определения q1, q3 составляем и решаем систему линейных уравнений:

2(q1+3(q3=6(q1+q3,

q1+q3=1.

Исключаем из системы q3, получаем:

2(q1+3((1-q1)=6(q1+1-q1(
q1=2/6,(q3=4/6.

Таким образом, решение матричной игры даётся двумя векторами:

А: PТ=(5/6, 1/6), B: QT=(2/6,0,4/6).
Задача № 9  Решить матричную игру, применяя симплекс-метод.

Таблица 9
	1
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Образец решения задачи № 9

Рассмотрим матричную игру с платёжной матрицей:
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Прибавим ко всем элементам этой матрицы число «3» (после этой операции получится новая платёжная матрица с положительными значениями).
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В соответствии с указаниями п.7 этой главы для игрока В получаем задачу линейного программирования.
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Вводим дополнительные переменные: 
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, получаем каноническую форму задачи линейного программирования для игрока В.
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К этой задаче применяем симплекс-метод (см. главу I). 

	Базис
	Значение
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6

	y4
	1
	2
	5
	1
	1
	-
	-

	y5
	1
	6
	4
	2
	-
	1
	-

	y6
	1
	5
	2
	6
	-
	-
	1

	-w
	0
	-1
	-1
	-1
	-
	-
	-


Вводим в базис переменную y1 вместо y5.

	Базис
	Значение
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6

	y4
	2/3
	-
	5-4/3=

=11/3
	1/3
	1
	-1/3
	-

	y1
	1/6
	1
	2/3
	1/3
	-
	1/6
	-

	y6
	1/6
	-
	2-10/3=

=-4/3
	6-5/3=

=13/3
	-
	-5/6
	1

	-w
	1/6
	-
	-1/3
	-2/3
	-
	1/6
	-


Вместо y6 в базис входит переменная y3.

	Базис
	Значение
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6

	y4
	17/26
	-
	49/13
	-
	1
	-7/26
	-1/13

	y1
	2/13
	1
	10/13
	-
	-
	3/13
	-1/13

	y3
	1/26
	-
	-4/13
	1
	-
	-5/26
	3/13

	-w
	5/26
	-
	-7/13
	-
	-
	1/26
	2/13


Вводим в базис y2 вместо y4.

	Базис
	Значение
	y1
	y2
	y3
	y4
	y5
	y6

	y2
	17/98
	-
	1
	-
	13/49
	-1/14
	-1/49

	y1
	2/98
	1
	-
	-
	-10/49
	2/7
	-3/49

	y3
	9/98
	-
	-
	1
	4/49
	-3/14
	11/49

	-w
	2/7
	-
	-
	-
	1/7
	0
	1/7


Поскольку коэффициенты при целевой функции w неотрицательны, вычислительный процесс останавливается. Для игрока В получено решение:  wmax=2/7, q1=1/14, q2=17/28, q3=9/28.

Итак, вектор смешанных стратегий для игрока В:

QT=(2/28;17/28;9/28).

Попутно найден вектор смешанных стратегий для игрока А. Для этого используем коэффициенты при w в последней таблице, а также учитываем соответствие y4(x1, y5(x2, y6(x3. Таким образом, вектор смешанных стратегий для игрока А равен:

PТ=(7/2(1/7;0;7/2(1/7)=(1/2;0;1/2).

Если на первом шаге вычислений вводить в базис переменную y2 (или y3), то нетрудно убедиться в том, что имеется другое решение матричной игры.
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=(0;5/8;3/8),

PT=(1/2;0;1/2).

Следовательно, самое общее решение рассматриваемой задачи представимо в виде:
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, PT=(1/2;0;1/2).

Рассчитаем цену игры (средний выигрыш игрока А):


[image: image856.wmf]0

2

/

1

3

8

/

3

2

/

1

6

...

8

/

5

2

/

1

5

0

2

/

1

2

q

p

a

s

,

j

i

ij

>

=

-

×

×

+

+

×

×

+

×

×

=

×

×

=

å

j

i

.

Задача № 10 Найти все значения «
[image: image857.wmf]x

», при которых матричная игра имеет решение в чистых стратегиях. Написать эти решения.

Таблица 10

	1
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Образец решения задачи №10

Пусть платёжная матрица имеет вид:
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Обозначим 
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. Если игрок А использует первую стратегию, то есть PТ=(1,0,0), то минимальный элемент в первой строке платёжной матрицы равен либо «-1», либо 
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 (при 
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<-1). Значение «-1» невозможно, поскольку максимальный элемент второго столбца равен «3». По этой же причине недопустимо значение 
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 (при 
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<-1). При использовании игроком А второй стратегии, то есть PТ=(0,1,0), 
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. Таким образом, этот вариант тоже не годится. При использовании третей стратегии PТ=(0,0,1), 
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Выбираем 
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 из условия: 
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1) А: PТ=(1,0,0); B: QТ=(0,0,1),

2) A: PТ=(0,0,1); B: QТ=(0,0,1).

При 
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 - одно решение: 

A: PТ=(0,0,1); B: QТ=(0,0,1).

Осталось записать ответ относительно переменной х:
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